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1 Introduction

Le problème du séparateur (VSP) dans un graphe connexe non orienté G = (V,E) sur n sommets
consiste à déterminer une partition {A,B, C} de V telle qu'il n'existe aucune arête entre A et B,
que max{|A|, |B|} ≤ β(n), où β(n) est un entier, et pour laquelle

∑
i∈C wi est minimum (où wi

est un coût associé au sommet i ∈ V ).

Le problème du séparateur (VSP) est un problème NP-di�cile [1].

Dans le domaine des réseaux et télécommunications, un tel séparateur est vu comme un goulot
d'étranglement lorsque le réseau est représenté par un graphe.

Dans le domaine du traitement automatique de la langue écrite, le concept de séparateur est utilisé
en classi�cation dans les grands graphes de termes. Les sommets du graphe sont les termes du
domaine considéré et les arêtes du graphe représentent les relations syntaxiques entre les termes.

Dans le domaine de la bioinformatique, les séparateurs sont recherchés dans les graphes de grille
modélisant la structure des protéines.

Notre travail repose sur une approche polyédrale du (VSP). La formulation de Balas et de Souza
étant à notre connaissance la seule formulation sous la forme d'un programme linéaire en nombres
entiers de ce problème, elle a été le point de départ de nos recherches. Grâce aux enrichissements
que nous lui avons apportés, nos résultats améliorent très sensiblement ceux de Balas et De Souza
[2].

2 Le polyèdre des séparateurs

Pour un graphe G = (V,E) donné, on considère le cas particulier du (VSP) où deux sommets a et
b non adjacents sont donnés et l'on cherche une partition {A,B, C} de V telle qu'il n'existe aucune
arête entre A et B, que max{|A|, |B|} ≤ β(n), où β(n) est un entier, avec a ∈ A, b ∈ B et pour
laquelle |C| est minimum (i.e.

∑
i∈C wi est minimum avec wi = 1, ∀i ∈ V ). Ce cas particulier sera

nommé problème du � ab-séparateur �. La résolution d'au plus n(n−1)
2 sous-problèmes de ce type

permet la résolution du (VSP) lorsque wi = 1, ∀i ∈ V .

On appelle vecteur d'incidence d'une partition {A,B, C} le vecteur donné par X ∈ {0, 1}2(n−2) :

X = (x1a, ..., x(n−2)a, x1b, ..., x(n−2)b), où xia = 1 ⇔ i ∈ A, xib = 1 ⇔ i ∈ B, ∀i ∈ V \ {a, b}.

On désigne par Pab le polyèdre associé au problème du ab-séparateur, dé�ni par :
Pab = Conv

{
X ∈ R2(n−2) tel que ∃ un ab− séparateur {A,B, C} dont X est le vecteur d′incidence

}
.



Si X est le vecteur d'incidence d'un ab-séparateur {A,B, C}, alors X véri�e :

xia + xjb ≤ 1 , xja + xib ≤ 1 ∀(i, j) ∈ E (1)

xia + xib ≤ 1 ∀i ∈ V \ {a, b} (2)

n−2∑
i=1

xia ≤ β(n)− 1 ,

n−2∑
i=1

xib ≤ β(n)− 1 ∀i ∈ V \ {a, b} (3)

xia ∈ {0, 1} ∀i ∈ V \ {a, b} (4)

xib ≥ 0 ∀i ∈ V \ {a, b} (5)

Balas et De Souza [3] ont montré que Pab = Conv
{
X ∈ R2(n−2) tel que X vérifie (1) à (5)

}
.

Théorème : dim(Pab) = 2(n−2)− (|V (a)|+ |V (b)|) , où V (a) ⊂ V et V (b) ⊂ V sont les ensembles
de sommets adjacents respectivement à a et à b.

Proposition 1 : Soient Γab une chaîne entre a et b et I(Γab) l'ensemble des sommets internes à

Γab. L'inégalité
∑

i∈I(Γab)

(xia + xib) ≤ |I(Γab)| − 1 est valide pour Pab.

Pour toute paire (i, j) de sommets non adjacents de V , soit αij le nombre maximum de chaînes
sommet-disjointes entre i et j et αmin = Min{αij , i ∈ V, j ∈ V, (i, j) /∈ E} .

Proposition 2 : Pour chaque paire de sommets i et j non adjacents de V \ {a, b}, les inégalités
suivantes sont valides pour Pab :

n−2∑
k=1

(xka + xkb)− αij(2− xia − xjb) ≤ n− αij

n−2∑
k=1

(xka + xkb)− αij(2− xja − xib) ≤ n− αij

Proposition 3 : Soit V ′ un sous-ensemble de V tel que le graphe G′ induit par V ′ est connexe et
|V ′| > β(n). Soit αV ′

0 = Min{ᾱij , i ∈ V ′, j ∈ V ′, (i, j) /∈ E}, où ᾱij est le nombre maximum de
chaînes sommet-disjointes entre i et j dans G′.

L'inégalité
∑
i∈V ′

(xia + xib) ≤ |V ′| −Min{αV ′

0 , |V ′| − β(n)} est valide pour Pab.

3 Résultats expérimentaux

Nous avons travaillé sur les instances étudiées par Balas et De Souza pour disposer d'éléments
de comparaison. Les coupes que nous avons introduites ont sensiblement amélioré les résultats
déjà obtenus par Balas et De Souza. En particulier, elles ont permis d'obtenir la solution optimale
dans toutes les instances, y compris celles pour lesquelles Balas et De Souza n'ont donné que des
solutions approchées.
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